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Motivatia

Sunt cateva fapte care motiveaza continutul acestei lucrari. Le.yom
evidentia in cele ce urmeaza.

® Formula pentru det(A4 + B)
Multimea de matrice M, (C) (n>2) impreuna cu_adunarea gi

inmultirea de matrice, respectiv inmultirea cu scalafi esté 0, €-algebra.

Se cunosc urmatoarele proprietati ale determinantilor:

1) det(ed) =" det 4 (4 din M (C) si & din C);

2) det(A4-B)=det(A)-det(B) (41 B din M (€)) — formula
luiyCauchy-Binét.

Fie 4=(a;), B=(b;) matrige din M, (CysifieN={1,2,...,n}

Pentru un £ din N avem:

(* )H(ajk+b/k) ZHa IT b m CU Hajk =[5,

JeN JeN 4 jeS jeN-J JjeD g
Acum
det(A+B) - Z g(p) H (aJP(I) +b1p(1)) Z z g(p) H ajp(z) H bjp(j)
pes, JcN peS, JjeN-J
AlJ
(am permutat sumele) ™= Z det| ........ (suma de 2" determinanti), unde

N\ BIN=J

AlJ
........ eéste matricea ce contine liniile (ajl, ajz,...,ajn) din 4 (jeJ)
BIN-J
si liniile (b,,, by,,....b,,) din B (ke N-J).
Pentru n=2 avem:
a11+bll a12+b12 :all al2 +b11 b]2 all alZ +b1] b]2 .
a21 +b21 a22 +b22 a21 a22 aZI a22 b2] b22 b21 b22




Determinanti micsti

X

a b
Consideram matricele Az( dj’ Bz( j cu clemente din
c

z
mulfimea C si in legdturd cu aceste doud gmatrice, luam matricele

a b) Xy . .
A/B = N B/ A= ;| pe care le numim, matrice mixte si le
z c

citim: ,,matricea 4 si B”, respectiv ,,matricea B si 4~ (saun,,matricea A
pe B”, respectiv ,,matricea B pe A”) iat detetminantii@cestor matrice 1i
numim determinanti micsti. Proprietdtile numarului((det 4/ B + det B/ A)

(o suma de doi determinanti micsti)worifiy,puse in evidentd in continuare de
urmatoarea
Propozitie. Au loc urmatoarele relatil:

det (4 + B) =detid ¥idet B +(det 4/ B+ det B/ A), V4, B € M,(C)

det(ar- A+ BaBY= o> det.A¥ B det B+ aB(det A/B +det B/ ),
VA, B eM,(C) oV, pC

Demeonstratie:
Intr-adevar, folosind proprietati ale determinantilor, avem:

a+x b+y| |a b X y a bl la b
ctz d+t| |c+z d+t| |c+z d+t] |c d| |z ¢
g j) = det A+ det B +(det 4/ B+ det B/ A).

c d

z



Acum vom demonstra si [2|. Avem, conform [1]:

det(a A+ B) = det(a A) + det(SB) + (det e A/ BB + det SB/a A), dar

px ﬁyzaﬁ rap

ac ad

aa ab

detad/fB+det fB/ad)=
(detad]pB +det pBjat)=| " °

a b
_+_
t

X
C

ySi
z d

atunci obtinem:
det(a A+ BB) =’ det A+ ° det B + af(det A/ B+ dét B/ 4), adica|2] .

Observatie:
Consideram in continuare ca sunt cunoscutg proprietdtile determinatilor.

In formula |2| particularizim a =1, B =—1 siobtinem:

det(A4— B) = det A+ det B — (det'A/B + det B/ 4) Y AyB € M,(C);
din identitatile |1| si |3| rezultd imediatica:

det(A4 + B) + det(A4 — B) = 2(det A+ det BY, VA, B e M,(C), dar
Si:

det(A+ B) “det(4— BY= 2(det £(B* det B/ 4), VA, B € M,(C).

Observatie:
Identitatile , , s1 |5} pot fi considerate ca formule care ofera
expresii pentru (detA/ B + det Bj4) .

in calculul expresiei (det /B +det B/ A) particularizim matricea B :
luam B =1/,, apoi: B = A4, respectiv B =0, , si obtinem succesiv:

[6] detd/1, +det 1, /A =1r4; det A A+det A/ A =2 det 4;
det4/0, +detO,/A=0 wunde trd=a+d (urma matricei A),
proprietatile urmei le consideram cunoscute.

Demonstratia formulelor din @ este imediatd. Considerdm acum si:

det A/ BB +det BB/aA = aff(det A/B+det B/4), Va,BeC si
A,B e M,(C)
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P.1.

P.2.

P.3.

P.4.

P.S.

P.6.

P.7.

P.8.

Probleme

Fie 4,B e M,(C). Demonstrati ci:
det(A+ B)=det A+det B < det(4— B)=det A+dct B
Petru Rotaru

Fie 4,B e M,(C). Demonstrati ci:
det(4+ B) =det A+det B < det(4+ B) = det(4-B)
Petru Rotaru

Fie 4,Be M, (C) si det 4+detB= 0. Demonstrati.cd:

det(4+ B)+det(4— B) =0. Reeiproca este-adévarata?
Petru Rotaru

Dacd 4, B € My (R) fatunei: det(A” +B%) > det(AB — BA)
C:2748, G.M.

Fie 4,8 € M, (Ry#Demonstrati c:
det (424'B*)/(AB — BA) ¥det (AB — BA)/(A* + B*) =0
Petru Rotaru
Fie 4,Be M, (R) . Demonstrati ca:
det(4’ + B*)—det(AB — BA) = (det A —det B)’ + (det A4/ B +det B/ A)’
Petru Rotaru
Fic 4,B M, (]R) ,cu AB = BA. Demonstrati ca:
det(A> — B*) = (det A+det B)* —(det 4/ B +det B/ A)
Petru Rotaru
Fie 4,B € M,(R), cu AB=BA. Demonstrati ci:

det(A4> — B*) < (det A +det B)
Petru Rotaru
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P.303. Aplicand lema celor doud polinoame, polinoamelor f = x> +x+1 si

* .
g=z"-1, ne N , demonstrati ca:

2n—2
(1+2cosz—ﬂj(1+2cos4—ﬂ)-...-£l+2cos—( k )”):
n n n

0, n=3¢
) {(—1)”+l n=30%1, (N’
Petrir Rotaru
P.304. Fie 4,B,C e M,(C) trei matrice cu propriétatea detC# 0. Folosind
identitéile:(4+ B)C = AC+ BC;(A—B)C 24C ~BC ;( A+iB)C =
= AC+iBC si (A-iB)C=AC-iBC, i =—1, in car® se trece la
determinanti, demonstrati ca: d nz_‘lk C ? C= (det C ) -d n{lkg oricare ar

fi n $i k numere naturale cu proprietatile: 7>n224i 0<k<n
Petru Rotaru

P.305. Daca 4, B,C € My(C); atuncit
dA+BC=dAC+dBC+dABC
2 1 21 2 1 1 Il
Petru Rotaru

P.306. Daca 4, B4C € M,(C), atunci:
a) dA+BC=dAC+dBC+dABC+dABC
3 1 31 31 211 1 21
b)d4+BC=d AC+dBC+dABC
2 2 2y 2 22 11 2
C) dAJerg‘:dzflgdeZl}(;

Petru Rotaru
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Solutii

P.1. Folosind , relatia: det(4+ B) =det A+det B este echivalentd cu:
det A+det B+ (det A/B+detB/A)=det A+detB  sau _cuy,  det /B

+detB/A=0, care, prin intermediul formulei éste echivalentd cu:
det(4—B)=det A+detB.

P.2. Folosind , relatia: det(4+ B)=det4+detB este_echivalentd cu:
det A+det B+ (det A/B+det B/ A) =det A% det B> sau_(Jcu\, det4/B+

+det B/A=0 care, prin intermediul,"formulei este echivalenta cu:
det(4+ B) =det(4-B).

P.3. Din [i] avem det A/Bdet B/ A= det04¥ B)—det A—det B, din
avem det A/B+det B/ A= detd +detB—det(4— B), de unde rezultd ca
det(4+ B)—detA*det B =det 4+det’B—~det(4—B) si tindnd cont de
ipoteza, obtinem, det(A+ B)=—det(4—B). Este evident ca are loc si

reciproca.
Observatie:?™P.3. se( poate enunta si astfel: ,,.Se dau matricele

A;Be M, ((C) unde/Mmatricea B este matricea A 1n care s-au schimbat
doua linii (coloane) intrecle. Demonstrati ca: det(4+ B)+det(4—-B)=0".

P.4. Avem identitatea: (A4—iB)(A+iB)= A"+ B’ +i(AB—BA), trecand
aici la detéerminati, obtinem: det(A4—iB)-det(4+iB)=det(4’>+ B> +
+i(AB — BA)) si acum, folosim |2|, rezulta: [det A+i’ det B—i(det A/ B+
+det B/A)][det A+i’det B+i(det 4/B +det B/ 4) | = det(4” + B*) +

+i* -det(AB — BA) +i(det (4> + B*)/(AB — BA) +det (AB — BA)/(A* + B%))
sau: (det 4—det B)’ +(det A/ B +det B/ A)* = det(A4” + B*)—det(AB — BA) +
+i(det (4” + B*)/(AB - BA)+det (AB— BA)/(4* + B*)), cum A,Be M, (R)
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1+z,f=1+cos2m+isinM=ZCoszm+
n n n
v Pz (kD)7 2C05(2k+1)n{cos(2k+1)z .
n n n n
. (2k+1)7z} . . o .
+isin s1 atunci: produsul din stanga, pentru (1), devine:
n
n—1 —
(1+zk) 2" cos—cos3—cos5—ﬂ .-cos(zn—l)ﬂ-

=0 n n n n

1+3+5+..+(2n-1)7 l+3+5+...+(2n—1)7z}
-| cos +isin

n n
=2" coszcosz-...-cosw[cos nr +isin nx |, adica am, gsit:
n n n

ol . 3 2n=l)z
H(1+z,f)=2 cos%cos%-...-cos%-cosmf (2)-
Acum:
, 4, n=44
L) +1) =] () A0 | =0 + -3 (=) +1=12, n=4r 1,
" 0,n=40=2

¢ eN’. Venind cu ultimilrezultat $iteu (2) in (1), obtinem identitatea
dorita.

P.303: Polinomul f =X %X are radacinile x, = ¢ §i x, —¢ cu

X, +x,=—1 si x,x, =1"s1)x; =x, =1, iar polinomul g =2" -1 are

2k . . 2kr P L
Z;, = €08 +isin , k=0,n—1, atunci din lema:
n n

n—1 2 n—1 2
2n .o
[1/7GE)=(-1)"]]g(x,), adica H(z,f+zk+1) H[ x,) —1} (1.
k=0 h=1 k=0 h=1
Pentru (1) calculam, pe rand, cele doud produse:
5 dkmr . . dkrm 2kr 2kr , 2km
1+2z, +z =1+cos +isin +cos +isin——=2cos" —+
n n n n n

2k 2k 2k . 2krm 2k 2k
+C0S——+isin——CcoS——+isin——=cos——| 2cos——+1

n n n n n n
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.. 2krx 2k 2k 2k .. 2knm
+isin——| 2cos——+1 |=| 2cos——+1 || cos +isin =
n n n n

n
2k ) . . A .
=|14+2cos—— |z, st atunci produsul din stdnga, pentru (1), devine:
n

n—1 n—-1 -1
H(z,f +z, +1) =H(1+2cos2k—”j.zk =(-1)" H(1+2cos 2%z fe
k=0 k=0 n k=0 \
[ ]
am gasit: (—1)"" (1+2cos2—”j(1+20054—ﬂj-...- cos!(n ) - N
n n O

(1+2
=§(zg +z,+1) ). / lﬁ 0’0
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